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I.  Determinanten und die Auflosung
von Gleichungssystemen

§1.  Die Determinante und ihre Eigenschaften

1. Definition der Determinante. Wir beginnen in diesem Paragraphen mit der
Loésung eines einfachen algebraischen Problems, und zwar mit der Auflésung von
Systemen linearer Gleichungen. Die Beschidftigung damit fithrt uns zu dem wich-
tigen Begriff der Determinante.

Wir betrachten zunichst einige der einfachsten Spezialfille. Gegeben sei ein
System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:

an®, + ap%, = by,
A%y + g%y = b, .

Die Koeffizienten a;; der Unbekannten haben zwei Indizes. Der erste Index be-
zeichnet die Gleichung, in der der Koeffizient vorkommt, der zweite die Un-
bekannte, bei der er steht.

Die Losung dieses Gleichungssystems hat bekanntlich die Gestalt

‘ﬁazz ES aizbz _anb, — by,

TN — HSE T — s
A1 — Q3091 Q11099 — Q209

Wir betrachten nun drei Gleichungen mit drei Unbekannten:
an%; + % + 3375 = by,
ATy + A%y + AgsT5 = by,
A% + g%y + AgsTy = bg .

Dabei benutzen wir auch wieder das oben iiber die Koeffizienten Gesagte. Wir
schreiben die ersten beiden Gleichungen in der Gestalt

an®; + @y, = by — 375,
Ay + Agpy = by — Ay .
Thre Losungen «, und z, lauten nach den obigen Formeln

f e 3 (by — a13%3) @y — Ag5(by — Ap3%5)
/1S ’

A1Gap — (1909

gfu(bz — y3%5) — (b — ay3%5) ay "

Ay1Gg9 — G199y

Ty =
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Setzt man dies in die verbliebene letzte Gleichung ein, so erhilt man eine Gleichung
zur Bestimmung von z; und als deren Lésung schlieBlich den Ausdruck fiir diese
Unbekannte:

Ay Q110905 + B1obottgy + b1y a5y — ayybpa5 — a12b21b3 — biagay byt (1)

2 (1) Qgpllgy + G1ploglyy + Gyl gy — Ay Qgalay — A1l Uzy — G335 Gy

Betrachten wir die Struktur dieses Ausdrucks genauer, so kénnen wir zunichst
feststellen, daB wir den Zihler aus dem Nenner erhalten, indem wir die Koeffi-
zienten a;3 der gesuchten Unbekannten durch die freien Glieder b; ersetzen. Es
bleibt also noch das Bildungsgesetz des Nenners festzustellen. Dieser enthilt keine
freien Glieder, sondern setzt sich ausschlieBlich aus den Koeffizienten des Glei-
chungssystems zusammen. Diese Koeffizienten schreiben wir in Form eines
quadratischen Schemas:

Ay Gy Qg3

(2)

Ayy  Qgp  Qgg

Qa3 Q3p Qg
Das Schema besteht aus drei Zeilen und drei Spalten. Die Zahlen a;; heiflen seine
Elemente. Der erste Index bezeichnet die Zeile, in der das Element steht, der
zweite gibt die Nummer der Spalte an. Der Nenner des Ausdrucks (1),

(g1 (oolay + qploglyy | Qy3la)Agy — O13Qgglge — Ayglyy Oy — Ag50:. 05 (3)
besteht aus sechs Gliedern, die simtlich Produkte dreier Elemente des Schemas

(2) sind. Dabei enthilt ein solches Produkt Elemente aus jeder Zeile und jeder
Spalte. Es hat namlich die Gestalt

a]pa‘anar ) (4)

wobei p, ¢, r die Zahlen 1, 2, 3 in einer bestimmten Anordnung sind. Somit kommen
sowohl] unter den ersten als auch unter den zweiten Indizes alle drei Zahlen 1, 2, 3
vor, und das Produkt (4) besteht genau aus je einem Element aus jeder Zeile und
Spalte. Um alle Glieder von (3) zu erhalten, muB man in dem Produkt (4) die
zweiten Indizes p, ¢, 7 in allen moglichen Anordnungen wihlen. Es gibt genau
sechs verschiedene Anordnungen der zweiten Indizes:

1, %,85 2,8, 851,28 8 M 94118581 a% 02 3L (5)
So erhalten wir alle sechs Glieder von (3). Einige Produkte gehen nun in (3) mit
dem Pluszeichen, andere mit dem Minuszeichen ein, und es bleibt zu klaren, nach

welcher Regel die Vorzeichen zu wihlen sind. Das Pluszeichen steht vor den
Produkten (4), deren zweite Indizes die Anordnungen

L% 933 2,81 {1,9 (5,)
bilden, wahrend die iibrigen Produkte mit den Anordnungen
Il &1, O i ou el RO O | (5,)

das Minuszeichen haben. Wie unterscheiden sich nun die Anordnungen (5;) von
den Anordnungen (5,)? Steht in einer Anordnung eine groBere Zahl vor einer
kleineren, so sprechen wir von einer Inversion. Wir bestimmen die Anzahl der
Inversionen in den Anordnungen (5,). Die erste Anordnung besitzt keine solche;
die Anzahl der Inversionen ist also gleich 0. Wir betrachten nun die zweite Anord-
nung und vergleichen die GroBe jeder darin vorkommenden Zahl mit allen folgen-
den. Diese Anordnung hat zwei Inversionen: Es steht 2 vor 1 und 3 vor 1. Auch die
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dritte der Anordnungen (5;) besitzt zwei Inversionen. Zusammenfassend kann
man sagen, daf alle Anordnungen (5,) eine gerade Anzahl von Inversionen haben.
Untersucht man die Anordnungen (5,), so findet man, dafl sie eine ungerade An-
zahl von Inversionen enthalten. Die Vorzeichenregel fiir den Ausdruck (3) kénnen
wir nun wie folgt formulieren: Das Pluszeichen erhalten die Produkte, in denen
die Anordnungen der zweiten Indizes eine gerade Anzahl von Inversionen haben.
Die Produkte, bei denen diese Anordnungen eine ungerade Anzahl von Inversionen
besitzen, gehen in (3) mit dem Minuszeichen ein. Der Ausdruck (3) heit die zum
Schema (2) gehorige Determinante dritten Grades. Die obigen Betrachtungen legen
es nahe, in analoger Weise Determinanten beliebigen Grades zu definieren.

Es seien n? Zahlen in Form eines quadratischen Schemas mit n Zeilen und n
Spalten gegeben:

Ay Ay ... A1p
A9y Aoy ... A2y y (6)
Ap1 Ap2 ... Qpp

Die Elemente a;; dieses Schemas seien komplexe Zahlen; die Indizes v und k
geben die Nummer der Zeile und Spalte an, in deren Schnittpunkt die Zahl a;
steht. Bilden wir aus den Zahlen dieses Schemas alle méglichen Produkte, die aus
jeder Zeile und jeder Spalte ein Element enthalten, so haben sie folgendes Aus-
sehen:

Chp @ °%° Wty ¢ (7)

Hierbei sind p;, py, ... , pn die Zahlen 1, 2, ..., n in einer bestimmten Anordnung.
Um alle méglichen Produkte der Gestalt (7) zu erhalten, muB8 man alle moglichen
Permutationen der zweiten Indizes vornehmen. Wie aus der elementaren Algebra
bekannt ist, ist die Anzahl dieser Permutationen gleich dem Produkt der ersten n
natiirlichen Zahlen:

e Do 3o o = ol o

Im Vergleich zu der ausgezeichneten Anordnung 1,2, 3, ..., n besitzt jede der
obigen Anordnungen eine bestimmte Anzahl von Inversionen. Hat die Anordnung
der zweiten Indizes eine gerade Anzahl von Inversionen, so erhilt das Produkt das
Pluszeichen. Ist die Anzahl der Inversionen dagegen ungerade, so erhilt das
Produkt das Minuszeichen. Die Summe iiber alle so erhaltenen Produkte heilit die
zum Schema (6) gehorige Determinante n-ten Grades. Diese Summe besteht demnach
aus n! Summanden. Unsere Definition 148t sich leicht als Formel schreiben. Dazu

fithren wir einige Bezeichnungen ein. Ist py, p,, ..., p» €ine Anordnung der Zahlen
1,2, ..., m, so notieren wir die Anzahl der Inversionen dieser Anordnung durch
[p1, Doy - > Pl -

Um die Determinante des Schemas (6) zu bezeichnen, schreiben wir dieses Schema
zwischen senkrechte Striche. Mit dieser Bezeichnungsweise 1d8t sich die obige
Definition durch die Formel

|
(. @y oo G|

\
Qg Qgp ... Q2p | — » (._1)12)1-1’: ~~~~~ Pal 1p02p, = Onp, (8)
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zusammenfassen. Die Summation erstreckt sich iiber alle moglichen Anordnungen
der zweiten Indizes, d. h. iiber alle Anordnungen (p,, ps, ..., P»). Meinen wir das
Schema (6) selbst und nicht die daraus hergeleitete Determinante, so setzen wir es
zwischen runde Klammern.

Im Ausdruck (3) hatten wir die Faktoren eines jeden Produkts so angeordnet,
daB die ersten Indizes die ausgezeichnete Anordnung 1, 2, 3 bilden, und alle unsere
Uberlegungen bezogen sich dann auf die von den zweiten Indizes gebildeten An-
ordnungen. Umgekehrt kann man aber auch die Faktoren eines jeden Produkts
so umordnen, daB die zweiten Indizes in ihrer natiirlichen Reihenfolge stehen;
dann erhalt (3) die Gestalt

1155033 + Qg10150o3 + AgyOg903 — A Aaploy — Agylypllyy — Qgyloslyy - (9)

Hier bilden die ersten Indizes alle méglichen Anordnungen (p, g, 7), wobei man
leicht nachpriift, daBl die Vorzeichenregel fiir die Glieder von (9) genauso zu formu-
lieren ist wie oben, aber diesmal beziiglich der ersten Indizes. Das fithrt uns dazu,
neben der Summe (8) auch die ihr analoge Summe

Z (_l)[P:-an,Pn] Ap1Qp,2 ++* Opun (10)

zu betrachten. Diese Summe besteht aus denselben Gliedern wie (8). Spiter wird
sich ergeben, daBl auch die Vorzeichen der einzelnen Glieder in beiden Ausdriicken
dieselben sind, d. h., daBl wie fiir » = 3 die Summe (10) mit (8) iibereinstimmt.

Wir wenden uns schliefllich noch dem Fall » = 2 zu. Hier hat das Schema die

Form

a1 Gy

Gy Gy
und (8) ergibt folgenden Ausdruck fiir die zu diesem Schema gehérige Determinante
zweiten Grades:

&5y am’
= Wi = Ggdliso (11)
%21,
Die obigen Betrachtungen zeigen, dafl wir zum Studium der Eigenschaften der
Determinante zunichst die Eigenschaften der Permutationen kennenlernen
miissen.

2. Permutationen. Gegeben seien n Elemente in einer bestimmten Anordnung.
Wir nennen dies eine aus den Elementen gebildete Permutation. Zuerst wollen wir
zeigen, daBl es genau n! verschiedene Permutationen von n Elementen gibt. Fiir
n = 2 ist dies klar, da zwei Elemente nur zwei verschiedene Permutationen
bilden kénnen. Fiir n = 3 folgt die Behauptung unmittelbar aus der Aufstellung
der Permutationen (5). Die Elemente sind hier die Zahlen 1, 2, 3. Man iiberzeugt
sich leicht, daB (5) alle moglichen Permutationen aus diesen drei Elementen er-
schopft. Fiir beliebige n beweisen wir unsere Behauptung durch vollstindige In-
duktion. Angenommen, fiir n sei sie bewiesen; dann wollen wir zeigen, daf} sie
auch fiir » + 1 Elemente giiltig ist. Wir nehmen also an, da n Elemente n!
Permutationen bilden, und betrachten wir » + 1 Elemente, die wir mit

o Crpyioco 5 Ot
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bezeichnen. Wir wollen zunichst diejenigen Permutationen betrachten, deren
erstes Element C) ist. Um diese zu erhalten, setzen wir an die erste Stelle das
Element C; und schreiben dahinter alle moglichen Permutationen der restlichen
n Elemente. Die Anzahl der letzteren ist aber nach Voraussetzung n!. Somit ist
auch die Anzahl der mit C; beginnenden Permutationen der Elemente Cx (k = 1,
2, ...,n + 1) gleich n!. Ebenso ist die Anzahl der mit dem Element C, beginnen-
den Permutationen gleich n! usw. Insgesamt ist also die Anzahl der verschiedenen
Permutationen der Elemente C gleich

nl-m+1)=1-2n-(n+1)= (= + 1)!,

was zu beweisen war.

Wir konnen selbstverstandlich im folgenden annehmen, da an Stelle beliebiger
Elemente ganze Zahlen, beginnend mit 1, gewahlt sind. Wir definieren als 7'rans-
position diejenige Operation, die in der Vertauschung zweier Elemente einer
Permutation besteht. Jede vorgegebene Permutation kann man aus jeder anderen
durch Ausfithrung endlich vieler Transpositionen erhalten. Wir betrachten als
Beispiel zwei Permutationen von vier Elementen:

15535489 254511 35

Mit Hilfe von Transpositionen kann man die erste Permutation in folgender Weise
in die zweite tiberfithren:

1,3,4,2—-2,3,4,1 -2,4,3,1 >2,4,1,3.

Wir bendtigen hier also drei Transpositionen, um obige Permutationen ineinander
iiberzufithren. Hatten wir andere Transpositionen vorgenommen, so hitten wir
die zweite Permutation auf einem anderen Wege aus der ersten erhalten; dabei
zeigt sich: Die Anzahl der Transpositionen, die fiir den Ubergang von einer Per-
mutation zu einer anderen notwendig sind, ist nicht eindeutig bestimmt. Man kann
von einer Permutation zu einer anderen mit Hilfe verschiedener Transpositionen
iibergehen. Dabei kann sich die Anzahl dndern. Fiir uns ist jedoch wesentlich, daB
fiir zwei vorgegebene Permutationen diese verschiedenen Anzahlen entweder stets
gerade oder stets ungerade sind. Um das zu beweisen, fithren wir den Begriff der
Inversion ein, den wir schon im vorigen Abschnitt benutzt haben. Gegeben sei
eine Permutation der n Elemente 1, 2, ... , n. Die Permutation mit der natirlichen
Reihenfolge der Zahlen nennen wir die ausgezeichnete Permutation:

152, i, (12)

Stehen zwei Elemente einer Permutation nicht in der Reihenfolge der ausgezeich-
neten Permutation (12), steht also eine gréBere Zahl vor einer kleineren, so sprechen
wir von einer Inversion. Die Permutationen mit einer geraden Anzahl von Inver-
sionen heiBen Permutationen der ersten, die mit einer ungeraden Anzahl von Inver-
sionen solche der zweiten Klasse. Fiir das Weitere ist folgender Satz wesentlich:

Eine Transposition dndert die Anzahl der Inversionen um eine ungerade Zahl.
In einer Permutation
@ b, TR i, s (13)

filhren wir eine Transposition der Elemente k und p aus, d. h., wir vertauschen
diese beiden Elemente. Die Lage von k und p gegeniiber den Elementen links von
k und rechts von p bleibt dabei unverindert. Es dndert sich lediglich die Stellung
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von k und p zu den Elementen, die in der Permutation zwischen ihnen stehen,
sowie die gegenseitige Lage von k und p. Wie andert sich dabei die Anzahl der
Inversionen ? Angenommen, zwischen k& und p stehen in (13) m Elemente, von
denen x mit k in naturlicher Anordnung stehen, wahrend g mit k eine Inversion
bilden. Beziiglich p sollen «; in natiirlicher Reihenfolge stehen und 8, mit p eine
Inversion bilden; dann ist

a+pB=0x,+p=m. (14)

Die Transposition verwandelt nun die natiirliche Anordnung in eine Inversion
und umgekehrt. Genauer formuliert heiit das: Standen k und ein Element zwi-
schen k& und p vor der Transposition in der naturlichen Reihenfolge, so bilden
sie nach der Transposition eine Inversion und umgekehrt. Ein analoges Resultat
gilt fur p. Die genaue Anzahl der Inversionen von k£ und p mit den dazwischen-
stehenden Elementen war also vor der Transposition gleich 8 + f; und ist nach der
Transposition gleich « + «,. Die Anzahl der Inversionen andert sich also um

y=(x+a) —B+B)-
Dies ergibt, unter Benutzung von (14),
y=@4+x) —m—ac+m—«)=2x« +« —m),

woraus hervorgeht, daBl y gerade ist. Wir miissen nun noch die gegenseitige Lage
von k und p untersuchen. Standen diese Elemente vor der Transposition in der
natiirlichen Reihenfolge, so bilden sie danach eine Inversion und umgekehrt.
Hier dndert sich also die Anzahl der Inversionen genau um 1. Die gesamte durch
eine Transposition bewirkte Anderung der Anzahl der Inversionen ist somit
ungerade.

Wir wollen aus diesem Satz einige Folgerungen ziehen:

Folgerung I. Schreibt man alle n! Permutationen auf und fiihrt in jeder eine
Transposition zweier bestimmter Elemente (z. B. der Elemente 1 und 3) aus, so
gehen alle Permutationen der ersten Klasse in solche der zweiten iiber und um-
gekehrt. Insgesamt erhalt man jedoch wieder alle n! Permutationen. Daraus folgt
unmittelbar: Es gibt ebensoviel Permutationen der ersten Klasse wie Permutationen
der zweiten Klasse.

Folgerung II. Jede Permutation kann aus der ausgezeichneten mit Hilfe von
Transpositionen gewonnen werden. Aus dem obigen Satz ergibt sich folgende Aus-
sage: Die erste Klasse besteht aus den Permutationen, die aus der ausgezeichneten
durch eine gerade Anzahl von Transpositionen hervorgehen; die zweite Klasse dagegen
wird von allen Permutationen gebildet, fiir die die entsprechende Anzahl der Trans-
positionen ungerade ust.

Folgerung III. Die Wahl der ausgezeichneten Permutation ist véllig willkiir-
lich. An Stelle von (12) kénnten wir irgendeine andere Permutation auszeichnen.
Man muBl jedoch bei der Definition der Inversionen einer Permutation diese mit
der jeweils ausgezeichneten vergleichen. Man hat also von der Ordnung auszu-
gehen, in der die Elemente in der ausgezeichneten Permutation stehen. Zeichnet
man an Stelle von (12) eine andere Permutation der ersten Klasse aus, so sieht man
leicht, daB die Permutationen der ersten Klasse auch in bezug auf die neue aus-
gezeichnete Permutation zur ersten Klasse gehoren. Entsprechendes gilt fiir die



2. Permutationen 17

Permutationen der zweiten Klasse. Wahlt man aber umgekehrt eine Permutation
der zweiten Klasse als ausgezeichnete Permutation, so gehen die Permutationen
der zweiten Klasse in Permutationen der ersten Klasse iiber und umgekehrt.

Nehmen wir zum Beispiel unter den sechs Permutationen der Elemente 1, 2, 3
die Permutation 2, 1, 3 als ausgezeichnete Permutation, so sind nunmehr die
Permutationen der ersten Klasse

Pl 3e I3, Py 85,20l

Die zweite Permutation hat zwei Inversionen: 1 steht vor 2, und 3 steht vor 2,
wihrend in der ausgezeichneten 2 vor 1 und 2 vor 3 steht. Die Permutationen der
zweiten Klasse sind

1, 282 2,38, s & 1L, 2,

Die erste Permutation hat im Vergleich mit der ausgezeichneten Permutation
2, 1, 3 eine Inversion: 1 steht vor 2.

Im Hinblick auf das oben Gesagte konnen wir die Vorzeichenregel fiir den Aus-
druck (8) folgendermafen formulieren: Gehort die Permutation der zweiten Indizes
eines Produkts zur ersten Klasse, so erhilt dieses das Pluszeichen, gehort sie zur
zweiten Klasse, so erhilt das Produkt das Minuszeichen. Dabev ist 1,2, ..., n als
ausgezeichnete Permutation zugrunde gelegt.

Im folgenden beweisen wir eine der grundlegenden Eigenschaften der Deter-
minante. In dem Schema der Elemente einer Determinante vertauschen wir die
erste und zweite Spalte. Das Element a; wollen wir auch nach der Vertauschung
mit demselben Buchstaben und denselben Indizes bezeichnen. An Stelle von (6)
erhalten wir nun das Schema

A QA Q43 ... Qg
Ago Agy Qg3 .- Aoy i (15)
Ap2  QAp1 Ap3 ... App

Mit Hilfe der Definition durch die Formel (8) konnen wir die zu (15) gehorige
Determinante bilden. In diesem Schema lautet die Numerierung der Spalten:
2,1,3,...,n. Diese Permutation miissen wir als die ausgezeichnete ansehen. Sie
geht aus der urspriinglichen ausgezeichneten Permutation durch eine Transposition
hervor. Vor der Transposition gehorte sie also zur zweiten Klasse. Nachdem wir
sie jetzt als die neue ausgezeichnete Permutation wéhlen, gehen die Permutationen
der zweiten Klasse in die der ersten Klasse iiber und umgekehrt. Die zu (15)
gehorige Determinante ist also die Summe derselben Glieder wie in (8), nur mit
entgegengesetzten Vorzeichen, da, wie soeben gezeigt, die Permutationsklassen
der zweiten Indizes vertauscht sind. Bei Vertauschung zweter Spalten dndert also
der Wert der Determinante sein Vorzeichen. Wir haben diese Eigenschaft nur fiir
die Vertauschung der ersten und zweiten Spalte bewiesen, doch verlduft der Beweis
fiir die Vertauschung zweier beliebiger Spalten genauso. So gilt z. B. die Gleichung

[ESORES s
(B 6 =R
5 3 0 5 0 3|

2  Smirnow III/1
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Die zweite Determinante erhalt man aus der ersten durch Vertauschung der zweiten
und dritten Spalte.

Wir wollen noch eine weitere Eigenschaft der Determinante beweisen. Es sei
(_1)[171- P2s -5 Pn) alplazp: 960 ([ (161)

ein Glied der Summe (8). Andern wir die Anordnung der einzelnen Faktoren, so
kénnen wir die natiirliche Reihenfolge der zweiten Indizes herstellen ; doch bilden
dann die ersten Indizes eine Permutation g, q,, ..., ¢,, und der obenstehende
Ausdruck erhalt die Gestalt

(—D)2e?o-Prl g a0 - - Qgun - (16,)

Den Ubergang von (16,) nach (16,) kann man mit Hilfe einer Reihe von Trans-
positionen der Faktoren vollziehen. Jede solche Transposition bewirkt sowohl
eine Transposition der ersten als auch der zweiten Indizes. Ist die Anzahl der fiir
den Ubergang von (16,) nach (16,) notwendigen Transpositionen gerade, so gehort
die Permutation p,, p,, ... , p, zur ersten Klasse, da man sie dann mit Hilfe einer
geraden Anzahl von Transpositionen in die ausgezeichnete Permutation 1, 2, ... ,
tiberfithren und folglich auch durch eine gerade Anzahl von Transpositionen aus
dieser gewinnen kann. Damit gehért aber auch die Permutation ¢, q,, ... , g, zur
ersten Klasse, da sie durch die Anwendung derselben geraden Anzahl von Trans-
positionen aus der ausgezeichneten Permutation 1,2, ...,7n hervorgeht. Liegt
P1s Pos --- » P 10 der zweiten Klasse, so auch ¢y, ¢,, ... , ¢,. Daraus folgt

(_1)“’1»1’2.---«}7"] — (_1)[411,111 ..... gn) .
und wir konnen folglich

(—1)[P0 Pz os Ery i, 290 Wy = (—1)la0 220, qu] (g2 Qgun

schreiben. Vergleichen wir die entsprechenden Summanden von (8) und (10), so
sehen wir, daBl die beiden Ausdriicke identisch sind. In (10) iibernehmen die
Zeilen die Rolle der Spalten von (8). Aus diesen Uberlegungen folgt unmittelbar:
Vertauscht man in einem Schema Zeilen mat Spalten, ohne ihre Reihenfolge zu
dndern, so bletbt der Wert der Determinante unverindert.

So sind z. B. folgende Determinanten einander gleich:
3 B |2 U 2'

|

|2
OB ORI
2RI S R G |

3. Grundlegende Eigenschaften der Determinante.

I. Wir formulieren zuerst nochmals die soeben bewiesene Eigenschaft: Ber Ver-
tauschung der Zeilen mit den Spalten dndert sich der Wert einer Determinante nicht.

Im folgenden gilt somit alles, was fiir die Spalten bewiesen ist, auch fiir Zeilen, und
umgekehrt.

II. Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daB die Determinante bei Vertau-
schung zweier Spalten lediglich ihr Vorzeichen dndert. Dasselbe gilt demnach fiir

Zeilen: Bev Vertauschung zweier Zeilen (Spalten) dndert die Determinante thr Vor-
zeichen.
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III. Besitzt eine Determinante zwei gleiche Zeilen und vertauscht man diese, so
indert sich zwar nicht das Aussehen der Determinante, jedoch auf Grund der
Eigenschaft II ihr Vorzeichen. Bezeichnen wir die Determinante mit 4, so gilt
A= —A, d.h. 4 = 0. Eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen (Spalten) st
gleich O.

IV. Ein Polynom ersten Grades in den Veranderlichen z,,x,,...,x, ohne
konstantes Glied, d. h. einen Ausdruck der Form
(P(Z'l, Loy een s Tn) = 0,7, + A%y + -+ + A%y,

wobei die Koeffizienten a; nicht von den z; abhingig sind, nennen wir eine homo-
gene lineare Funktion der Variablen z;, x,, ... , z,. Eine solche Funktion besitzt
zwei leicht zu verifizierende Eigenschaften:

@(kxy, kxy, ..., kxn) = k@(2y, 2y, ... , Tn) ,
(T + Y1, Tp + Yo oo > Tn + Yn) = @2, Xy, oo, Tn) + @Y1, Yoo v 5 Yn) -

Die letzte Eigenschaft gilt auch fiir beliebig viele Summanden. In (8) enthilt
jeder Summand genau ein Element aus jeder Zeile als Faktor. Daraus folgt, daf
die Determinante eine homogene lineare Funktion der Elemente einer Zeile (oder
auch einer Spalte) ist. Enthalten also alle Elemente einer Zeile (Spalte) einen gemein-
samen Faktor, so kann man dvesen vor das Determinantenzeichen ziehen.

Die dem Schema (6) entsprechende Determinante bezeichnet man im allgemeinen,
wie schon oben bemerkt, mit

Gy (g oso @it |

oder auch kiirzer mit
|@ik| (015 = 1, %) o0 o W)

Dann kann man die bewiesene Eigenschaft fir » = 3 bei Anwendung auf die
erste Zeile wie folgt schreiben:

| A | | |

i kay kay, kay| (o G Ly ‘
Q31 Qyp  Gp3| = klay ap ay|-
az Q3 Qg | Q31 Q33 Qg3

Die zweite der genannten Eigenschaften einer homogenen linearen Funktion
liefert fiir die Determinante folgende Eigenschaft: Bestehen die Elemente einer
Zerle (Spalte) aus einer bestimmten Anzahl von Summanden, so ist auch die Deter-
minante gleich der Summe der Determinanten, in denen dve Elemente der erwdhnten
Zevle (Spalte) durch die einzelnen Summanden ersetzt sind. Beispielsweise ist

:abc—}-c' a BbENC {abc'
ass et ==llidisler G IIdARe R /81

et O e Sk i gy SRR R | o e

Als Folgerung aus der Homogenitat und Linearitat ergibt sich noch: Sind sdmt-
liche Elemente einer Zeile (Spalte) gleich 0, so ist auch die Determinante selbst gleich 0.

oe
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V. Streicht man in (6) die ¢-te Zeile und k-te Spalte, in deren Schnittpunkt das
Element a; steht, so bleiben n — 1 Zeilen und ebenso viele Spalten iibrig. Die
zugehorige Determinante (n — 1)-ten Grades heit der zu a; gehoérige Minor der
urspriinglichen Determinante n-ten Grades. Wir bezeichnen sie mit ;. Das
Produkt

Ay = (—1)+F Ay (17)
nennen wir das algebraische Komplement von a;.. Wir wollen nun zeigen, dafl die
algebraischen Komplemente genau die Koeffizienten der homogenen linearen Funk-

tion sind, von der wir bei der Betrachtung der letzten Eigenschaft gesprochen
hatten, d.h., fiir die +-te Zeile gilt

A= Azay + Appais + - + Aintin =12, ..,n) (18)
und ebenso fir die k-te Spalte
A = Apayy + Agase + - + ApQnr 5= 1525 000 50 5 (19)

wobei /1 die Determinante bezeichnet. Wir miissen also folgendes nachweisen:
Fassen wir in (8) alle Glieder, die ein gewisses Element a;; als Faktor enthalten,
zusammen, so ergibt sich als Koeffizient zu diesem a; genau das durch (17)
definierte algebraische Komplement A4;,. Wir bezeichnen diesen Koeffizienten
vorerst mit B;; und zeigen, daBl er eine Summe von Produkten aus n — 1 Fak-
toren ist, in denen jedoch kein Element der 7-ten Zeile und der k-ten Spalte vor-
kommt.

Es sei zunichst © = k = 1. Wir schreiben alle Summanden von (8) auf, die a,;
enthalten:

a3, 2 (_])[l,m vvvvv Pn) a?p2 6 0.0 anp" e
(Dare:: Dn)
Die Summation muB hier iiber alle Permutationen p,, p, ..., p» der Elemente
2, 3, ..., n erstreckt werden. In der vollen Permutation 1, p,, ps, ..., p, steht 1

mit allen folgenden Elementen in der natiirlichen Reihenfolge. Hieraus folgt fiir
die Anzahl der Inversionen

[1, Pas -+ » pn] = [P2, ey pn] ,

wobei in beiden Fillen die Permutation 1, 2, ... , n die ausgezeichnete ist. Fiir den
Koeffizienten von a,; ergibt sich somit

Bll Z = (—1)“): """ Pnl Qop, = ° Qpp, -

Diese Summe kommt in der Definition der Determinante vor, nur daB im Ver-
gleich mit der urspriinglichen Determinante die erste Zeile und Spalte fehlen. Hier-
aus ergibt sich

I8y = dhg = (=11 dhy = A

Unsere Behauptung ist damit fiir ¢« = k = 1 bewiesen. Nun seien 7 und k beliebig.
Wir vertauschen die ¢-te Zeile nacheinander mit der jeweils dariiberstehenden, bis
sie an der Stelle der ersten Zeile steht. Dazu sind 7 — 1 Transpositionen der Zeilen
nétig. Ebenso bringen wir die k-te Spalte durch Vertauschung nach und nach an
die Stelle der ersten. Nun steht das Element a; in der linken oberen Ecke an der
Stelle von a,,. Die i-te Zeile und die k-te Spalte stehen an erster Stelle, und die
Anordnung der iibrigen Zeilen und Spalten hat sich nicht geindert. Das obige
Ergebnis zeigt, daB der Koeffizient von a; nach den erwihnten Permutationen
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gleich A ist. Wir miissen aber noch die (z — 1) + (k — 1) Transpositionen be-
ricksichtigen, deren jede die Determinante mit dem Faktor —1 multipliziert.
Insgesamt kommt der Faktor (—1)(—=D+(¢-1 — (—1)i=* hinzu, und der endgiil-
tige Ausdruck fir die B lautet
Aix

(_ 1)i+k
was zu beweisen war. Damit sind die Gleichungen (18) und (19) bewiesen. Ersetzen
wir in 4 die Elemente der i-ten Zeile durch beliebige Elemente ¢y, c,, ... , ¢,, so

andern sich die iibrigen Zeilen und damit auch der nach (17) bestimmte Koeffi-
zient A; nicht. Der Wert der neuen Determinante ergibt sich also zu

B,’k: = (_l)ifk Aik:Aik:

A = Aue; + Aicy + - + Ainca (20)
Nehmen wir insbesondere fiir ¢ == j die Elemente a;;, aj, ... , a;, der j-ten Zeile

fur die ¢y, ... , ¢,, so hat die Determinante A’ zwei gleiche Zeilen, namlich die -te
und die j-te, und ist also gleich 0. Somit ist

Anajp + Apajp + - + Apajn, =0 @+ 9). (21,)
Ebenso gilt fiir die Spalten
Axay + Asrag + - + Apay =0 (k==1). (21,)

Aus (19) und (21, ,) ergibt sich die folgende Eigenschaft der Determinante, die
sich als sehr wichtig erweisen wird.

Multvpliziert man die Elemente evner Zeile (Spalte) mat thren algebraischen Kom-
plementen und addiert die entstehenden Produkte, so erhdlt man den Wert der Deter-
minante. Multvpliziert man die Elemente evner Zeile (Spalte) mit den algebraischen
Komplementen einer anderen Zeile (Spalte) und summiert iiber diese Produkte, so
18t die Summe stets gleich 0.

VI. Wir addieren zur ersten Zeile einer Determinante A die mit einem Faktor p
multiplizierten Elemente der zweiten Zeile. Die Elemente der ersten Zeile sind
dann a;; + pas, (s = 1,2, ..., n), und auf Grund der Eigenschaft IV ist die neue
Determinante die Summe zweier Determinanten. Die erste ist gleich der urspriing-
lichen; die Elemente der ersten Zeile der zweiten Determinante haben die Form
pas (s = 1,2, ..., n), und ihre anderen Zeilen stimmen mit denen von A uberein.
Ziehen wir aus der ersten Zeile den Faktor p heraus, so stimmen die ersten beiden
Zeilen der zweiten Determinante iiberein. Diese Determinante ist somit gleich 0.
Hieraus folgt : Addiert man in einer Determinante die mit einem Faktor multiplizierten
Elemente einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte), so dndert die Deter-
mainante thren Wert nicht.

Wir wollen noch auf einige Bezeichnungen eingehen, die wir im folgenden be-
nutzen werden. Es sei wie oben ein quadratisches Zahlenschema (6) gegeben und I
eine positive ganze Zahl, 1 <! < n. Wir fiihren fiir die aus den Zeilen mit den
Indizes p,, p,, ... , p, und den Spalten mit den Indizes ¢y, g,, ... , ¢; des Schemas
(6) gebildete Determinante I-ten Grades folgende Bezeichnung ein:

Apg,  Apyg, -+ Apq

A (pl, Pasiece ’pl) = | Opgy  Opsgs -+ Cpu £ (22)
Uhe Oby oo p@h )i |6oopcooonoatasos
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Als Determinante ersten Grades, die aus einer einzigen Zahl a gebildet wird, be-

zeichnet man dabei gewohnlich diese Zahl a selbst. Somit ist A(S) = ap,. Die

Zahlenfolgen py, ..., p; und ¢y, ..., ¢, kénnen auch in anderer als in der natiir-
lichen Reihenfolge der Zahlen p; und g, angeordnet sein. Sind die beiden Zahlen-
folgen jedoch in natiirlicher Reihenfolge angeordnet, so nennt man die Deter-
minante (22) Minor des Grades ! der Determinante (8). Die Determinante (22)
erhdlt man aus (8) durch Streichen von n — ! Zeilen und n — I Spalten. Die
Indizes der gestrichenen Zeilen und Spalten seien in natiirlicher Reihenfolge
il Gop oo o sl 196 Gip B 000 » Srapp 10598 Wi bT0@)0

A (T T Tn—z)
81y Sgy eee s Sp—1
heiBt zu (22) komplementéar, und der Ausdruck
E T o ey
(—1)prtpet - Pttt - +a 4 (1 2 n z) 22,)
S Gp 000 5 Ty

heit algebraisches Komplement zu (22). Fir ein Element a;. stimmt diese Defi-
nition des algebraischen Komplements mit der fritheren Definition (17) iiberein.
Das algebraische Komplement (22,) bezeichnen wir mit

A’ (plr Pas ==+ s pl)_
91 92> --- > @

Es ist durch die Angabe der Determinante (22), d. h. durch die Angabe der Zeilen-
indizes py, Ps, ... , p: und der Spaltenindizes ¢, ¢, ... , ¢; vollstindig bestimmt.

Wir halten die Zeilenindizes fest. Die Deterininante ist offenbar ein homogenes Polynom
l-ten Grades der Elemente dieser Zeilen und l&Bt sich, wie man zeigen kann, in der Form

e (pppg, er) o (pppz. th) (23)
01<q:<--<qu G192 - @y 112y ===isldy

darstellen (Entwicklungssatz von LAPLACE). Dabei ist uiber alle méglichen monotonen Teil-

folgen ¢y, ¢,, ..., q; der Zahlen 1,2,...,7n zu summieren. Die Anzahl der Summanden ist

gleich der Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur I-ten Klasse:

n\ nn—1)-(n -1+ 1)
(z>_ T i

Die Anordnung der Zahlen g, spielt dabei namlich keine Rolle, da man sie bei der Bildung (23)
P
UST
(18) iiber mit 7 = p,. Man kann leicht eine analoge Zerlegung von 4 nach den Elementen
irgendwie ausgewdhlter Spalten aufstellen. Wir werden im folgenden die Formel (23) nicht be-
nutzen und beweisen sie daher auch nicht.

nur in natiirlicher Reihenfolge betrachtet. Fiir I = 1 gilt 4 ( ) = ap1q1, und (23) geht in

4. Berechnung von Determinanten. Die Berechnung einer Determinante zweiten
Grades ist duBerst einfach. Nach (11) geniigt es, das Schema
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aufzuschreiben und das Produkt der in der ausgezogenen Diagonalen stehenden
Elemente mit Pluszeichen, das der in der gestrichelten Diagonalen stehenden
Elemente mit Minuszeichen zu nehmen.

Eine Determinante dritten Grades wird explizit durch (3) gegeben. Man zeigt
leicht, daB man sie folgendermafBen berechnen kann: Wir schreiben das zu der
Determinante gehorige Schema auf und setzen die erste und zweite Spalte noch
einmal rechts daneben. Dann erhalten wir ein Schema, das sechs Diagonalen mit je
drei Elementen enthilt :

A3z

Wir nehmen die Produkte der Elemente der ausgezogenen Diagonalen mit Plus-
zeichen und die der gestrichelten Diagonalen mit Minuszeichen. Die Summe dieser
Produkte ergibt die Determinante (Sarrussche Eegel).

Dieses Verfahren it sich nicht auf Determinanten héheren Grades verallgemeinern; fir
sie mufl man andere Wege einschlagen, um die Berechnung abzukiirzen. Niitzlich ist z. B. die
im vorigen Abschnitt gezeigte Eigenschaft VI der Determinante. Wir wollen uns das an einem

Beispiel klarmachen. Wir nehmen eine Determinante vierten Grades,
5 0 |

} 3

2
4=

1

s

—

1 5
7 2
5 1
multiplizieren die dritte Zeile mit —2 und addieren sie zur zweiten; auflerdem multiplizieren
wir dieselbe Zeile mit 3, addieren sie zur vierten und subtrahieren sie von der ersten. So kom-

men wir mit Hilfe der erwdhnten Eigenschaft zu einer Determinante, die gleich der obigen
ist, aber in der ersten Spalte drei Nullen hat:

0 —16 —11 —6

=P = 1
A= .

1 7 2

O o 13 T

Entwickeln wir gemif Formel (19) nach der ersten Spalte, so folgt
s =
A== =4 il
26 13 7

Multiplizieren wir die dritte Spalte mit 4 und addieren sie zur zweiten, multiplizieren sie dann
mit 13 und adddieren sie zur ersten, so erhalten wir

—94 —-35 —6
Ai— 0 0 1

& ’ —o4 =35
117 41 7

=94.41 — 36117 = —241.
117 41



