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Vorwort

Vorwort

Das ,Trainingsbuch Algebra“, entwickelt fiir die Einstiegskurse der Schulen des zweiten Bildungsweges sowie
der Fachoberschulen und Gymnasien, fasst die wesentlichen Lerninhalte der Mittelstufe in einem Band
zusammen.

Zu Beginn der Oberstufe oder der beruflichen Weiterbildung wird es vielen Schilerinnen und Schiilern
schmerzhaft bewusst: Sie scheitern bereits bei einfachen mathematischen Umformungen, da ihnen die alge-
braischen Grundlagen fehlen. Der schnell gezogene Schluss ,Mathematik kann ich sowieso nicht“ ist aber
voreilig. Es genuigt vielmehr, die in der Mittelstufe entstandenen Wissensliicken zu schlieBen.

Genau dies bezweckt das ,Trainingsbuch Algebra“. Es legt die Grundlagen, erklart die Regeln und liefert die
Beispiele: anschaulich, tibersichtlich und mit vielen Diagrammen und Zeichnungen.

Ein wesentliches Element sind schlieflich die Aufgaben. Ihre Anzahl ist so hemessen, dass Sie alle Aufgaben
zumindest durchlesen und sich einen Weg zur Losung tiberlegen sollten. Schauen Sie nicht zu schnell in der
Losung am Ende des Buches nach; gonnen Sie sich eigene Erfolgserlebnisse.

Und nun viel Erfolg beim Rechnen!

Frithjahr 2017 Der Autor
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1.2 Rechenoperationen

1 Terme und ihre Struktur

Bevor wir mit dem Gliedern von Termen anfangen konnen, sollten wir uns erst tiber ein paar grundlegende
Begriffe Gedanken machen.

1.1 Was sind Terme?

Definition von Variablen )

Variablen sind Platzhalter fiir beliebige Zahlen. Anstelle einer Variablen kann immer eine
konkrete Zahl geschrieben werden.

Definition von Termenj

Ein Term ist ein Rechenausdruck zur Berechnung eines Wertes. Er kann Zahlen, Rechenzei-
chen, Klammern und Variablen enthalten.

Will man den Wert eines Terms, der Variablen enthalt, berechnen, miissen alle Variablen durch konkrete
Zahlen ersetzt werden.

Beispiel: Der Umfang eines Rechtecks mit den Seitenlangen a und b wird durch den Term
U=2-a+2-bberechnet. Fiira = 4,6 und b = 5,2 ergibt sich ein Umfang von
2-46+2-52=196.

Hier nun ein paar Beispiele zum besseren Verstandnis des Begriffs Term: a, 1+ 2,1 —(a + 3,5), a - b. Wir
tberprifen, ob es sich um Terme handelt.

Term? a T4 2 1—(a+3,5) a-b

Enthalt er aist eine 1 und 2 sind 1 und 3,5 sind a und b sind

Zahlen, Rechen- | Variable, die | Zahlen, + ist ein | Zahlen, —und + | beides Variab-

zeichen, Klam- | fiir eine Zahl | Rechenzeichen. | sind Rechenzei- | len, die fiir Zah-

mern oder Vari- | steht. chen, Die Klam- | len stehen, - ist

ablen? mern bedeuten: | ein Rechenzei-
a + 3,5 ist zuerst | chen.
auszurechnen.

Ergebnis Term Term Term Term

1.2 Rechenoperationen

Welche Rechenoperationen gibt es und wie nennt man die einzelnen Bestandteile?
Dazu erinnern wir uns an die Fachausdriicke in der nachfolgenden Tabelle.

Term Rechenart Bezeichnung a heilt b heift
a+b Addition Summe 1. Summand 2. Summand
a-b Subtraktion Differenz Minuend Subtrahend
a-b Multiplikation Produkt 1. Faktor 2. Faktor
a:b Division Quotient Dividend Divisor
% Bruch Zahler Nenner
a® Potenzieren Potenz Basis Exponent




1 Terme und ihre Struktur

Was neu sein konnte, ist das Potenzieren. Es ist eine vereinfachte Schreibweise fiir sich wiederholende Multi-
plikationen mit gleichen Faktoren. Anstelle von 2 - 2 - 2 - 2 schreibt man kurz 2*. Spater im Buch wird in den
Potenzgesetzen genauer darauf eingegangen. Jetzt ist erst einmal nur wichtig, wie die einzelnen Bestand-
teile heiBen.

(Definition der Potenz )
| Basis®Ponent — potenz |

| Beispiel: 2*=16. |

Wir wissen nun, was Terme sind und kennen die Fachausdriicke. Ein wichtiges Instrument zur Gliederung von
Termen sind die Vorrangregeln.

1.3 Vorrangregeln

Texte, die wie dieser in einer europaischen Sprache geschrieben sind, werden von links nach rechts gelesen.
Das ist aber nicht in allen Sprachen der Fall: Wie wir wissen, werden in arabischer Sprache verfasste Texte von
rechts nach links gelesen. Wie ist das nun mit der Sprache der Mathematik, das heilSt mit Formeln?

Zum Beispiel mit dem einfachen Term 3 +4-5.

Wird er von links nach rechts gelesen, also erst die Summe berechnet? Oder von rechts nach links, also erst
das Produkt berechnet?

Oder gibt es andere Regeln und links bzw. rechts spielen gar keine Rolle? Oder ist es vollig egal?

Die Tabelle zeigt, dass es keinesfalls egal ist:

Rechnung | von rechts nach links | von links nach rechts
Aufgabe: 3+4-5
Ergebnis |  3+20=23 |  7:5=35

Eine der Regeln, die bestimmen in welcher Reihenfolge die Berechnung eines Terms durchgefiihrt wird,
kennen wir sogar schon. Und sie hat nichts mit links oder rechts zu tun. Es ist das wohlbekannte Prinzip
Punktrechnung (- oder :) kommt vor Strichrechnung (+ oder -). Es ist daher zuerst die Multiplikation 4 - 5
auszufiihren und danach die 3 zu addieren. Das richtige Ergebnis ist also 3 + 4 -5 =3 + 20 = 23.

Fiir die Term-Gliederung brauchen wir eine gewisse Rangfolge, die vorschreibt, welche Rechenoperation
vorrangig ausgefiihrt wird. Wo jedoch ordnen wir jetzt die Potenzen und Klammern ein, welche man so oft
bei komplexeren Aufgaben sieht?

Beispiel: 3-4>=3-16=148

Um dieses Beispiel zu berechnen, miissen wir zuerst die Potenz 42 = 4 - 4 = 16 ausrechnen und danach mit 3
multiplizieren: Potenzrechnung vor Punktrechnung.

Wenn bei der obigen Aufgabe 3 +4 -5 die Summe aus 3 und 4 mit 5 multipliziert werden soll, muss man
die Rangfolge ,uberstimmen®. Das geschieht durch Setzen von Klammern (3 + 4) - 5, deren Wert zuerst aus-
zurechnen ist: 7 - 5 = 35.

Wir erkennen, dasss sowohl die Berechnungen von Potenzen als auch von Klammern Vorrang vor der
Punktrechnung haben. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Berechnung einer Klammer vor der Potenzrech-
nung und damit vor der Punktrechnung und der Strichrechnung eingeordnet wird:

Beispiel: 2-(1-5°+1=2-(-4?+1=2-16+1=32+1=33




14 Gliedern von Termen

Die vollstandige Rangfolge, beginnend mit den zuerst auszufiihrenden Operationen:

Vorrangregeln

| Klammern — Potenzen — Multiplikation/Division — Addition/Subtraktion

Als kleine Merkhilfe kann man sich die japanische Hochland-Ziege Klapopustri merken, deren Name rein
zufallig die ersten Buchstaben der jeweiligen Rechenarten in der richtigen Reihenfolge enthalt.

Merkregel

| KlaPoPusStri (Klammern,Potenzen,Punkt,Strich)

1.4 Gliedern von Termen

Wenden wir das bisher Gelernte auf unser vorheriges Problem an: Was ist 3 + 4 - 5? Wir haben eine Summe
und ein Produkt. Da jedoch, wie gerade gesehen, die Multiplikation vor der Addition auszufiihren ist, wird
zuerst multipliziert und erst danach addieren wir 3 hinzu. Weil wir als letzte Rechenart die Addition ausfiih-
ren, ist3+4:-5=3+ 20 = 23 eine Summe!

Terme sind nicht nur durch Formeln, sondern alternativ auch durch einen Termbaum anschaulich darstell-
bar. Der Sinn des Termbaums ist es, langere Terme in kleine Einzelterme aufzuspalten, um so ihre Struktur
zu verstehen.

Anders als bei der Berechnung des Terms in der

Formeldarstellung fangt man beim Termbaum
3+4-5 . i
summe mit der zuletzt auszufiihrenden Rechenopera-
tion an. Wir haben bei unserem Term 3 +4 -5

erkannt, dass es sich um eine Summe han-
} delt. Da die Summe zwei Summanden besitzt,

haben wir die Addition in 3 und 4 - 5 zerlegt. Der
1. Summand lasst sich nicht weiter zerlegen. Der
2.Summand ist ein Produkt und wird in die zwei
Faktoren 4 und 5 zerlegt. Wenn man diese Auf-

(1. Faktor: 4 ) (2. Faktor: ' 5 ) gabe rechnet, muss man von unten nach oben
die einzelnen Rechenoperationen ausfiihren.

. 2. Summand: 4 -5
1. Summand: '3 L Produkt

Neben der Darstellung durch einen Termbaum ist es auch erforderlich, den Term mit Worten beschreiben zu
konnen: Der Term 3 + 4 - 5 ist eine Summe. Der 1. Summand ist 3 und der 2. Summand ist ein Produkt, das
aus dem 1. Faktor 4 und dem 2. Faktor 5 besteht.

Beim nachsten Beispiel-Term (3 +4 :5)%- 7 ist als erstes die Klammer auszurechnen. Danach ist der Wert
der Klammer zu quadrieren und zum Schluss wird mit 7 multipliziert.

Bei diesem Beispiel beschreiben wir die Gliederung des Terms zunzchst in Worten. Dieser Term (3 + 4 : 5?7

ist ein Produkt, weil die letzte Rechenart eine Multiplikation ist. Der 1. Faktor ist eine Potenz mit der Basis
(3 + 4 : 5) und dem Exponenten 2; der 2. Faktor des Produktes ist die Zahl 7. Die Basis der Potenz besteht
aus einer Summe, deren 1. Summand 3 und deren 2. Summand ein Quotient ist mit dem Dividenden 4 und
dem Divisor 5.

Auf der nachsten Seite ist der Termbaum zu (3 +4 : 52 7 gezeichnet. Die einzelnen Schritte zur Berech-
nung des Terms sind, griin hinterlegt, rechts neben dem Termbaum aufgefiihrt. Es ist zu beachten, dass die
Berechnung des Terms von der letzten Stufe aus erfolgt.



1 Terme und ihre Struktur

B3+4:5?%-7
Produkt

) CE2

LT Faktor: 3 +4:5) 1 2. Faktor: |7 14,44 -7 = 101,08
Potenz T

[ Basis: 3+4:5 1 Exponent: 2 3,82-7=1444-7
Summe T

2. Summand: 4:5 2 2
. : . + .7 = o
1. Summand: '3 [ Quotient ] (3+0,8) 7T 3,87
Dividend: |4 Divisor: ' 5 (3+4:52-7=(3+0,8?2-7

Ubungsbeispiele:

Beispiel 1: Gliedern Sie den Term p —q : rim Wortlaut!

Losung: Der Term ist eine Differenz, weil die letzte Rechenart eine Subtraktion ist. Der Minuend ist p,
der Subtrahend ist der Quotient aus g und r.

Beispiel 2: Gliedern Sie den Term (p — q) : r im Wortlaut!

Losung: Der Term ist ein Quotient, weil die letzte Rechenart eine Division ist. Der Dividend ist die Dif-
ferenz aus p und g, der Divisor ist r.

1.5 Termumformungen

Aquivalente Terme
Betrachten wir folgende zwei Terme: = T,(x) = (x + 2> sowie T,0) = Xt+ax+4 .
Wenn wir eine Wertetabelle anfertigen, wird uns schnell klar, was daquivalente Terme sind.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
T,(x) 4 9 16 25 36 49 64 81 100
T,(x) 4 9 16 25 36 49 64 81 100

Diese zwei Terme ergeben beim Einsetzen fiir jede Zahl das gleiche Ergebnis. Man sagt, T, und T, sind dqui-
valente Terme. Zwei Terme heifen also dquivalent, wenn sie bei jeder zuldssigen Einsetzung den gleichen
Wert ergeben. Man schreibt dann T,(x) = T,(x): (x + 2> =x* + 4x + 4.

Gleichartige Terme
Will man zeigen, dass zwei Terme aquivalent sind, miisste man in beide alle zulassigen Zahlen einsetzen. Das
ist unmoglich. Man benétigt daher Regeln zum Umformen von Termen in dquivalente Terme.

Beispiel 1: Vor einem Supermarkt sind 3 Reihen Parkplatze mit jeweils n Platzen. Da der Parkplatz zu klein
geworden ist, werden zwei Reihen mit ebenfalls n Platzen pro Reihe dazu gebaut. Der Parkplatz
besteht nun aus 5 Reihen mit je n Pldtzen, also 5n Platzen. Man erhalt diese Anzahl auch, wenn
man zu 3 n alten die 2n neuen Parkplatze addiert: Die Terme 3n + 2n und 5n sind dquivalent.




1.6 Aufstellen und Interpretieren von Termen

Beispiel 2: Eine Terrasse wird mit quadratischen Fliesen der Seitenlange x belegt. Eine Fliese bedeckt
die Flache x2. Mit 10 Fliesen kann eine Flache von 10x% belegt werden, wenn die Fugen nicht
beriicksichtigt werden. 15 weitere Fliesen reichen fiir eine Flache von 15x%. Die jetzt verlegten
25 Fliesen bedecken die Flache 25x%: Die Terme 10x* + 15x% und 25x% sind dquivalent.

In Produkten wie 2n, 15x%, 7 (x — 3) werden die Zahlen 2, 15, 7, mit denen eine Variable oder ein Term multi-
pliziert wird, als Vorfaktoren oder Koeffizienten bezeichnet.

Man bezeichnet Terme wie 4ab?, 7ab?, 9ab? usw., die sich nur im Koeffizienten unterscheiden, als gleich-
artig. Fur gleichartige Terme gilt die Regel:

Addition gleichartiger Terme )

Gleichartige Terme werden addiert (bzw. subtrahiert), indem man die zugehorigen Koeffi-
zienten addiert (bzw. subtrahiert) und die gemeinsamen Variablen beibehalt.

Beispiele: 4a+5a=9a; 45b%-30b%=15b% z§+§=3

<=

1.6 Aufstellen und Interpretieren von Termen

Das folgende Beispiel zeigt eine Problemstellung, wie sie fiir das Aufstellen von Termen anzutreffen ist.

Beispiel: Einrotangestrichener Wiirfel der Kantenlange n (n ist eine natiir-
liche Zahl) wird in Einheitswiirfel, Wiirfel mit der Seitenlange 1,
zerlegt. Wie viele dieser Einheitswiirfel haben keine, eine, zwei

oder drei farbige Seitenflachen? ﬁj

Wir tiberlegen uns die GesetzmaBigkeiten zunachst an dem konkreten Bei-
spieln=5 .

* Keine rote Seitenflache: Nur Einheitswiirfel innerhalb des Wiirfels sind zu
zahlen: (5 —2)>=27.

Eine rote Seitenflache: Auf jeder der sechs Seitenflachen gibt es (5 —2) -
(5 — 2) Einheitswiirfel mit einer roten Seitenfliche: 6 - (5 — 2)> = 54.
Zwei rote Seitenflachen: Diese Einheitswiirfel sitzen auf den zwolf Kanten; der erste und letzte Einheits-
wiirfel einer Kante sind abzuziehen: 12 - (5 —2) = 36.

* Drei rote Seitenflachen: Das sind die Einheitswiirfel an den Ecken: 8.

Summieren wir die Teilergebnisse 27 + 54 + 36 + 8 erhalten wir als Ergebnis 125 = 5, was die Richtigkeit
unserer Uberlegungen zeigt!

Es ist nun nicht mehr schwierig, das Ergebnis auf einen Wiirfel mit beliebiger Kantenlange zu tibertragen. Wir
miissen nur die konkrete Zahl 5 durch die Variable n ersetzen.

@(n—z)3 @ 6-(n-2)7 i 12-(n -2 ' 8

Auch dieses Ergebnis wollen wir noch tiberpriifen (Vergleichen Sie Kapitel 3.4.1 auf Seite 28), im Einzelnen:
Keine rote Seitenfliche: (1 —2>=(n-2)- (n—-2>=(n-2)- (N> —4n+4) =n*-6n*+12n-8,
eine rote Seitenflache: 6 - (1 —2)> = 6n>—24n + 24,
zwei rote Seitenflachen: 12 - (n—2) = 12n - 24,
drei rote Seitenflachen: 8.
Summieren wir wieder alle Teilergebnisse n*—6n? + 12n—8 + 61> — 24 n + 24 + 12n— 24 + 8 erhalten wir n’.
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1

Terme und ihre Struktur

Wie man Terme interpretieren kann, zeigt das nachste Beispiel.

Beispiel: Zu einer Feier sind n Personen zusammen gekommen. Zur BegriiBung nehmen alle Personen
ihre Glaser in die Hand und jeder stoBt mit jedem einmal an. Zeigen Sie, dass der Term

% -n - (n—1) die Anzahl der ZusammenstoBe der Glaser angibt!

Wir wahlen eine Feier mit n = 3 Personen, weil die Félle n =1 und n = 2 zu speziell sind.

S

Wir tiberlegen, dass bei 3 Personen jede herausgegriffene Person mit den verbleibenden (3 — 1) Perso-
nen anstoRt. Es gibt also scheinbar 3 - (3 — 1) = 3 - 2 = 6 ZusammenstolBe. Wirklich? Wir haben tiberse-
hen, dass bei dieser Rechnung jeder Zusammenstol8 doppelt gezahlt wird. Wir miissen also noch durch 2
teilen:% 3 - (3 —1)=3. Aligemein fiir n Personen%~ n-(n-1).
Um einzusehen, warum wir noch durch 2 teilen mussten, bezeichnen wir die 3 Personen mit A, B und
C. Die 6 Falle ergeben sich dann folgendermaRen. Die Person A sto8t mit den Personen B und C an: (A;B),
(A;C), die Person B stolSt mit den Personen A und C an: (B;A), (B;C) und die Person C stoBt mit den Perso-
nen A und B an: (C;A), (C;B). Ob jetzt aber zum Beispiel Person A mit Person B anstoBt, (A;B), oder Person
B mit Person A anstoft, (B;A), ist derselbe Zusammenstol8 und darf nur einmal, nicht zweimal gezahlt
werden. Wir miissen deshalb 3 - (3 — 1) noch durch 2 dividieren.

etzt man in den Term fiir n gleich 1 ein, ergibt sich 0. Setzt man in den Term fiir n gleich 2 ein, ergibt sich 1.

In beiden Fallen erhalt man die richtige Anzahl der ZusammenstoBe.

Aufgaben

1.

1

a) Ordnen Sie, wenn moglich, den passenden Term zu. Wenn Sie den zur Aufgabe gehorenden Buch-
staben unten eintragen, erhalten Sie ein Losungswort.

S, | Multiplizieren Sie eine Variable mit4, | D | Dividieren Sie die Differenz aus 9
subtrahieren Sie dann 9. und 4 durch x.

L | Vervierfachen Sie die Differenz aus A | Vermindern Sie den 9. Teil einer
einer Variablen und 9. Variablen um 4.

K, | Multiplizieren Sie eine Variable mit K, | Dividieren Sie die Summe aus 4 und
der Summe aus 4 und 9. einer Variablen durch 9.

N | Vermindern Sie den Quotienten aus 9 | E Halbieren Sie die Summe aus einer
und der Variablen um 4. Variablen und 9.

S, | Vermehren Sie den Quotienten aus

einer Variablen und 9 um 4.

4+x:9 4-(x-9) X:9-4 x-4-9 x:9+4 (x+9):2

b) Finden Sie zu den tbrig gebliebenen Beschreibungen die Terme!
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1.6 Aufstellen und Interpretieren von Termen

2. Welcher Term in der unteren Tabelle gehort zu welchem Text in der oberen Tabelle? Ordnen Sie zu und
nennen Sie die Bedeutung der Variablen!

A | Beim Waschen ist das Tischtuch in der Lange um 30 % eingegangen, in der Breite
um ein Viertel.

B | Heute waren im Unterricht nur drei Viertel der Madchen anwesend und nur 70 %
der Jungen.

C | Vom Taschengeld sind bereits 70 % ausgegeben und es muss doch noch einige Tage
reichen!

D | Eine Rechteck-Seite wurde um ein Viertel verlangert, die andere Rechteck-Seite
wurde um ein Viertel gekiirzt.

E | Zugaben der Solisten verlangern das Konzert vor der Pause um 5 Minuten, nach
der Pause um 5 %.

Term Zu Bedeutung von x Bedeutung von y

(x=0,7x):y

2:125-x+2-0,75-y

0,7-x-0,75- y

(x+5)+ 1,05y

0,75-x+0,7-y

3. Geben Sie fiir die folgenden Terme jeweils die Gliederung im Wortlaut und den Term-Baum an!

A@+b-c buiv-w J@+bu-v) d) @a-b>-3 e)%-xl—y fa:b+c-d

5.

Ubersetzen Sie die folgenden Beschreibungen in Formeln!
a) Tist eine Summe; der 1. Summand ist das Produkt aus v und v, der 2. Summand ist der Quotient aus
7 und u.
b) T ist eine Differenz; der Minuend ist die Halfte der Summe aus p und g, der Subtrahend ist die Diffe-
renz aus q und p.
¢) Tist ein Produkt; der 1. Faktor ist der Quotient aus 5 und 3, der 2. Faktor ist der Quotient aus 3 und 8.
d) Tist ein Quotient; der Dividend ist das Quadrat der Summe aus s und t, der Divisor ist eine Potenz, die
Basis ist die Differenz aus u und v, der Exponent ist 3.

a) Geben Sie fiir folgende Term-Baume die jeweilige Gliederung im Wortlaut an!

1)

B3-4)-7
Produkt

1. Faktor: 3—-4

Differenz

2. Faktor: 7
Subtrahend: 4

2)
6+2)-(5-6)
Produkt
1. Faktor: 6+ 2 2. Faktor: 5-6
Summe Differenz
(1.Summand: 6 ) (2‘ Summand: 2 ) (Minuend: 5 ) (Subtrahend: 6 )
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1 Terme und ihre Struktur

Zahler: 10:3+5 Nenner: 3: 52
Summe Quotient

. i N
1. Summand: 103 (2_ summand: ‘5 ) (Dividend: 3 ) Divisor: ' 5
Produkt Potenz

(1. Faktor: 10) (2. Faktor: 3 ) (Basis: 5 ) (Exponent: 2 )

Minuend: % Subtrahend: %
Bruch Bruch

Quotient Differenz

(Zéhler: 4 )(Nenner: 5 ) [Zahler: 335J [Nenner: 8-9 J

(Dividend: 3 IDivisor: 5 )(Minuend: 8 ISubtrahend: 9 )

b) Berechnen Sie die Term-Werte der Terme 1), 2), 3) und 4)!
6. In den folgenden Term-Baumen fehlen einige Bezeichnungen. Erganzen Sie a) und b) vollstandig!

a)

Minuend: 8a .
Produkt
) . ‘ Subtrahend: 8
( : 8 ) (2. Faktor: 'a ) ( i1 ) u rgr:cnh X

( : 8 ) (Nenner: X )
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1.6 Aufstellen und Interpretieren von Termen

7.

10.

11.

12.

b) 3-(12+9)+(3-5)8

:3-(12+9) ] 2. Summand: (3-5)-8 ]
Produkt

1. Faktor: '3 L e 1 L - — 1 2. Faktor: ' 8
Summe
(1.Summand: 12)(2. Summand: 9 ) ( : 3 )( : 5 )

Welche Term-Paare erweisen sich beim Einsetzen von Zahlen als nicht dquivalent? Finden Sie insheson-
dere konkrete Zahlen, um nachzuweisen, dass zwei Terme nicht dquivalent sind.

a) T,00 =x+ x5 T,00 =x(x+1)

X) = x + x5 T,0) =23

b) T,(

Q) 1()(): —1T() x=1x+1)
O T0=%T00= 2

o T, = XL 1 (g = X1

Fassen Sie gleichartige Terme zusammen!
a) 12a* +2d*-7a b) xy+xy+xy+4+4 o uvw+vwu + wvu + ulvw
d) 5ab + 6bc + 4ba + 3cb e) 1a°+2a°+3d*>+4a°+5a°>+6a+7a° + 8a*

Auf einen Parkplatz befinden sich n Motorrader und achtmal so viele Personenwagen, dazu noch k Fahr-
rader. Beschreiben Sie durch Terme:

a) die Gesamtzahl der Kraftfahrzeuge,

b) die Gesamtzahl der Fahrzeuge,

¢) die Gesamtzahl der Rader an diesen Fahrzeugen!

Die 1. FuBball-Bundesliga besteht aus 18 Vereinen. Jede Mannschaft spielt in einer Hin- und Riickrunde
zweimal gegen die anderen 17 Mannschaften. Geben Sie begriindet an, wie viele Spiele es insgesamt in
einer Saison gibt!

Die Variable n steht fiir eine natiirliche Zahl. Welche Besonderheit haben die Zahlen 2n + 1und 2n -1
gemeinsam? Was lasst sich Giber das Produkt (2n + 1)(2n — 1) aussagen?

Ein Quader hat die Lange a, die Breite b und die Hohe 2a.

a) Geben Sie einen Term K(a;b) an, der die Summe aller Kantenlangen berechnet!

b) Geben Sie einen Term O (a;b) zur Berechnung des Oberfacheninhalts an und berechnen Sie 0(8,5 cm;
7,3 cm)!
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2 Rationale Zahlen

2 Rationale Zahlen
Wir haben uns mit Rechen-Ausdriicken, den sogenannten Termen beschaftigt. In diesen Termen vertreten
Buchstaben Zahlen. Man unterscheidet Zahlen nach ihren Eigenschaften, bezeichnet sie entsprechend und
stellt diese Zahlen als Zahlenmenge dar. Die Zahlenmenge mit der man jetzt am Anfang ausreichend rechnen
kann, nennt man rationale Zahlen.

2.1 Aufbau der rationalen Zahlen

Am Anfang steht die Menge der natiirlichen Zahlen N, das sind alle positiven ganzen Zahlen.

(Definition der natiirlichen Zahlen )
| N={1,234567..}

Nimmt man die Zahl 0 hinzu, bezeichnet man die so erhaltene Menge mit N,

Die Zahl 5 gehort zu den natiirlichen Zahlen; man sagt, 5 ist ein Element dieser Zahlenmenge und schreibt:
5 € N. Die Zahl -2 ist dagegen kein Element der natirlichen Zahlen: =2 & N.

Die Zahlen 5, 6,9 und 10 sind natiirliche Zahlen, also Elemente von N. Man bezeichnet die Menge {5; 6; 9; 10}
als eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen und schreibt: {5; 6; 9; 10} c N.

Summe und Produkt zweier natiirlicher Zahlen sind wieder natiirliche Zahlen.

Beispiele: Addition: 4 +7 =11 &€ N. Multiplikation: 4-5=20¢& N.

Bei der Subtraktion kann auch eine Zahl herauskommen, welche nicht zur Menge N gehort.

Beispiel:  Subtraktion: 15-17=-2¢& N.

War die Nachmittagstemperatur 15 °C und kiihlt es im Laufe der Nacht um
17 °C ab, so ist die Temperatur frilhmorgens —2 °C.

Um solche frostigen Nachttemperaturen ausdriicken zu konnen, braucht man negative Zahlen. Man ver-
wendet sie auch, um Schulden zu charakterisieren. Diese werden mit dem Vorzeichen Minus vor der Zahl
gekennzeichnet. Man nimmt die negativen ganzen Zahlen zu den natiirlichen Zahlen hinzu und erhalt die
Menge der ganzen Zahlen.

Zur Menge der ganzen Zahlen gehoren alle positiven und negativen
ganzen Zahlen, sowie die Zahl 0. Weil Z zusatzliche Elemente ent-
halt sagt man, dass N eine echte Teilmenge von Z ist und schreibt
dafirN c Z.

z->IN]

Definition der ganzen Zahlen )
7Z={.;-5-4-3;-2,-1,0;1;2;3;4,5,6, 7, ...}

Summe, Produkt und Differenz zweier ganzer Zahlen sind wieder ganze Zahlen.

Beispiele: Addition: (+3) + (-5)=-2€Z
Multiplikation: (-4) - (-5)=+20€ Z
Subtraktion: (-7)-(-2)=-5€ Z
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2.1 Aufbau der rationalen Zahlen

Bei der Division ganzer Zahlen jedoch kann auch eine Zahl herauskommen, welche nicht zur Menge Z gehort.

Beispiel: Division: 1:3 = % &7, % bezeichnet man als eine rationale Zahl!

Man will aber uneingeschrankt dividieren und Verhaltnisse durch Zahlen ausdriicken konnen! Deshalb erwei-
tert man den Zahlenvorrat Z noch einmal auf die Menge der Bruchzahlen Q.
Die negativen und positiven ganzen Zahlen sind darin weiterhin enthalten, ebenso die Null.

ipialer =L 2. =3 _ 5 0_
Beispiele: 35 5 7 - 3; 2—0.

Die Menge der rationalen Zahlen, auch Bruchzahlen N
genannt, ist die Menge aller Zahlen, die als Briiche dar- 4 3
gestellt werden kénnen. Durch Null darf nicht dividiert
werden! Deshalb gilt fiir den Nenner: b € N.

[@~Zz]>IN]

Definition der rationalen Zahlen )

Q:{%laez,bel\l}

Eigene Bezeichnungen gibt es noch fiir folgende Teilmengen der Menge Q:
Q" bezeichnet die Menge der positiven rationalen Zahlen,
@3 bezeichnet die Menge der positiven rationalen Zahlen einschlieBlich der Null.

Ein wichtiger Begriff bei der Einflihrung negativer rationaler Zahlen ist der Begriff der Gegenzahl.

Definition von Zahl und Gegenzahl )

Zwei rationale Zahlen, die sich nur in ihrem Vorzeichen unterscheiden, heien entgegen-
gesetzt gleich oder Gegenzahlen. Es gilt: —a +a = 0.

Beispiel: sind Gegenzahlen zueinander

1 —+—
-6 -5-4-3-2-1 0 1 2 3 4

I
1
5 6

Wie man an den Beispielen zu Summe und Differenz zweier rationaler Zahlen sehen kann, werden die beiden
Zeichen + und — sowohl als Rechenzeichen als auch als Vorzeichen benutzt. Als Rechenzeichen geben sie an,
welche Rechenoperation auszufiihren ist: Addition oder Subtraktion. Als Vorzeichen bestimmen sie, ob die
betreffende Zahl positiv oder negativ ist.

Rechenzeichen

(24 £~ (;%)

Vorzeichen

Mehr zur Addition und Subtraktion in Kapitel 3.1.

17



2 Rationale Zahlen

2.2 Eigenschaften der rationalen Zahlen

Dezimaldarstellung
Rationale Zahlen konnen als ' abbrechende und periodische Dezimalbriiche dargestellt werden.
1 22

8= 0,125 == 3,142857142857... = 3,142857

Die Dezimaldarstellung einer Bruchzahl wird mithilfe des Divisionsalgorithmus berechnet, der leider durch
den Gebrauch des Taschenrechners allmahlich in Vergessenheit gerat. Berechnen Sie deshalb die Dezimal-
darstellung von Briichen wie 1 : 8 oder 22 : 7 immer wieder auch schriftlich ohne Taschenrechner!

Darstellung auf der Zahlengeraden

Alle rationalen Zahlen konnen durch Punkte auf der Zahlengeraden dargestellt werden. Alle negativen Zah-
len liegen links vom Nullpunkt, alle positiven Zahlen rechts davon.

Beispiele:

Die Ordnung
Die rationalen Zahlen sind geordnet. Von zwei verschiedenen Zahlen a und b kann man immer sagen, ob a
grolBer oder kleiner als b ist: Man schreibt a > b bzw. a < b.

Beispiele: —05>-15 -2<T1; %>0.

kleiner als a | groBer als a

Auf der Zahlengeraden liegen rechts von der beliebigen Zahl
a die Zahlen, die groRer sind als a; links davon die Zahlen, die }

kleiner sind als a. |Z|
Beispiele: |_4<_3| |_1 < 1”2 < 6
Tttt
-6 -5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6
Der Betrag
Die Zahlen —3,5 und +3,5 liegen auf der Zahlenge- 1=3,5] 13,5]
raden symmetrisch zum Nullpunkt. Eine negative - -
rationale Zahl hat den gleichen Abstand vom Null- -ttt
-6 -5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6

punkt wie ihre positive Gegenzahl. Diesen Abstand
zur Null nennt man den Betrag dieser Zahlen. Der | |-3,5]| |:| 13,5| |
Betrag einer Zahl wird durch je einen senkrechten
Strich vor und nach der Zahl gekennzeichnet.

Ist eine rationale Zahl positiv, stimmt sie mit ihrem Abstand von der Null iiberein; ist sie negativ, ist ihr
Abstand von der Null ihre Gegenzahl.

Definition des Betrags)

Der Betrag | x| einer rationalen Zahl x wird daher wie folgt definiert:

[x] = x, wenn x positiv ist;
[x] = 0, wennx=0ist;
[x] =—x, wenn x negativ ist.
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2.2 Eigenschaften der rationalen Zahlen

| Beispiel:  |-2| =2 heiBt, dass die Zahl =2 vom Nullpunkt auf der Zahlengeraden den Abstand 2 hat. |

Terme in Betragsstrichen verwendet man, um Abstande von Punkten auf der Zahlengeraden zu berechnen.

| Beispiel 1: |5-2| = |2—5| =3 kann als Abstand 3 gedeutet werden, den die Zahlen 2 und 5 haben. |

Beispiel 2: Der Term |x — 1| gibt den Abstand der Variablen x von der Zahl 1 an:

X -15 -8 -1 0 2 5

1] |-15-1=| |-8=1= | |-1=1]=| |0-1]= [2-1] = |5-1| =
|-16] =16 [-9] =9 |-2| =2 [-1] =1 [1] =1 |4] =
Aufgaben
1. Zu welcher der Mengen N, N, Z, Q, und Q gehoren folgende Zahlen?
2 15
a) 1 b) 3 Q 5 d) -1,7 e 0

2. Ordnen Sie die folgenden Zahlen der GroBe nach!

1 3 3 22
g: _Zy _0751 0y057 _71 _g, 7
3. Berechnen Sie!
a) [+5[+[-5]  b) [-6]-|+6] o [-8[+[-9]  d) [3-22
e |[-8] = [+12]] 1) [-(=2)]

4. Berechnen Sie den Term T(x) = |x + 1| fiir die angegebenen Werte! Welche Abstinde werden berechnet?
T3 b)TE2 T d)TO) e T(N)

5. Berechnen Sie die Dezimaldarstellung. Verwenden Sie keinen Taschenrechner, sondern den Divisions-
algorithmus!
22 17 1625
9% ¥ 9B

6. Uben und wiederholen Sie das Bruchrechnen! Berechnen Sie folgende Terme.

21252 (D 0 (-8)G)

19



3 Rechnen mit rationalen Zahlen

3 Rechnen mit rationalen Zahlen

Wir konnen Terme gliedern und kennen den Zahlenvorrat der rationalen Zahlen Q. Wie errechnet man die
Summe und das Produkt dieser sowohl positiven als auch negativen rationalen Zahlen? Dazu muss man ihre
Vorzeichen und Betrage beachten. Wir werden im folgenden Kapitel Regeln und Gesetze kennenlernen, an
die man sich halten muss, wenn man richtig rechnen will.

3.1 Addition und Subtraktion

Zur Veranschaulichung der Addition kann man rationale Zahlen als Pfeile (Vektoren) darstellen. Der Betrag
der Zahl bestimmt die Lange des Pfeiles, das Vorzeichen der Zahl seine Richtung: Fiir positive Zahlen ist er
nach rechts gerichtet, fiir negative Zahlen nach links.

Die Summe zweier Zahlen wird dann durch den Summenpfeil dargestellt, den man erhalt, indem man den
FuB des zweiten Pfeiles an die Spitze des ersten Pfeiles setzt. Der Summenpfeil weist vom FuB des ersten zur
Spitze des zweiten Pfeiles.

Addition von rationalen Zahlen mit gleichen Vorzeichen

Beispiel 1: [(£7.5)] + [#5)] = [(£12,5)]

10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

Beispiel 2: [£8)] + [E4.5)] = [£12,5)]

~14-13-12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Addition bei gleichen Vorzeichen )

Zwei rationale Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem man
* ihre Betrage addiert,
* dieser Summe das gemeinsame Vorzeichen gibt.

Ubungsheispiele:
a) (+2,5) + (+1,5) = +4,0. Die + Vorzeichen der positiven Zahlen und die damit tberfliissigen
Klammern lasst man weg und schreibt: 2,5 + 1,5 = 4,0.
b) (-3,4) + (1,5 = (3,4 + 1,1) = —4,5.

09 () (DG (D=3 (PG

Addition von rationalen Zahlen mit ungleichen Vorzeichen

20

Beispiel 3: + =

10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13




